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УПРАВЛЯЕМОСТЬ КАУЗАЛЬНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
Рассмотрим динамическую систему управления вида
A0x˙(t) = Ax(t) +A1x(t− h) +Bu(t), t > 0, (1)
x0(·) =
{
x(t) = ϕ(t), −h 6 t < 0, x(0) = x0
}
, (2)
где x ∈ Rn, u ∈ Rm; A0, A,A1 — постоянные n × n –матрицы (detA0 = 0), B — n × m –
матрица; h > 0 — запаздывание; ϕ(t) — кусочно-непрерывная n — вектор-функция; x0 —
заданный n -вектор,
и ее дискретный аналог
A0x(t+ 1) = Ax(t) +A1x(t− h) +Bu(t), t ∈ Z
+, (3)
x0(·) =
{
x(τ) = qτ , τ = −h, −h+ 1, ..., 0
}
, (4)
где qτ ∈ R
n и запаздывание h ∈ N (h > 1).
Пару
{
x0(·), Bu(t)
}
, состоящую из начального состояния (2) (соответственно состояния
(4) для системы (3)) и неоднородности Bu(t), t > 0, будем называть допустимой, если система
(1), (2) (соответственно система (3), (4)) имеет хотя бы одно решение x(t), t > 0. Если для
каждой допустимой пары система имеет единственное решение, то она называется совместной.
Пусть rankA0 = r < n. Без ограничения общности будем считать, что матрица A0 имеет
вид A0 =
[
A
(0)
11 A
(0)
12
A
(0)
21 A
(0)
22
]
, где квадратная r × r - матрица A
(0)
11 имеет полный ранг. Так как
rankA
(0)
11 = r, то это влечет условие A
(0)
22 −A
(0)
21 A
(0)−1
11 A
(0)
12 = 0.
В соответствии с блочным разбиением матрицы A0 представим матрицы A,A1, B в
виде A =
[
A11 A12
A21 A22
]
, A1 =
[
A
(1)
11 A
(1)
12
A
(1)
21 A
(1)
22
]
, B =
[
B1
B2
]
, и введем матрицы Fij ,
i, j = 1, 2 :
F11 = A11, F12 = −A11A
(0)−1
11 A
(0)
12 +A12, F21 = −A
(0)
21 A
(0)−1
11 A11 +A21,
F22 = A
(0)
21 A
(0)−1
11 A11A
(0)−1
11 A
(0)
12 − (A21A
(0)−1
11 A
(0)
12 +A
(0)
21 A
(0)−1
11 A12) +A22.
Следуя [1,2], будем говорить, что система является каузальной (causal systems), если матри-
ца F22 является невырожденной. Условие каузальности системы обеспечивает регулярность
тройки матриц (A0, A,A1) , которая в свою очередь является необходимым и достаточным
условием совместности систем (1), (3).
Обозначим[
Ω11 Ω12
Ω21 Ω22
]
= D1
[
A
(1)
11 A
(1)
12
A
(1)
21 A
(1)
22
]
D2,
[
B1
B2
]
= D1
[
B1
B2
]
, Ω = A
(0)−1
11 (F11 − F12F
−1
22 F21),
D1 =
[
A
(0)−1
11 0
0 F−122
] [
Er −F12F
−1
22
0 En−r
][
Er 0
−A
(0)
21 A
(0)−1
11 En−r
]
,
D2 =
[
Er −A
(0)−1
11 A
(0)
12
0 En−r
] [
Er 0
−F−122 F21 En−r
]
.
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Рассмотрим первоначально дискретную систему (3), (4) и введем в рассмотрение так на-
зываемые определяющие уравнения:
Y it+1 = ΩY
i
t +Ω11Y
i
t−h +Ω12Z
i
t−h, Z
i
t = −Ω21Y
i
t−h − Ω22Z
i
t−h, i = 0, 3, t = 1, 2...,
при условиях:
Y 00 = Er,r, Y
0
1 = Ω, Z
0
0 = 0; Y
−1
0 = 0, Y
1
1 = Ω11, Z
1
0 = −Ω21; Y
2
0 = 0, Y
2
1 = Ω12,
Z21 = −Ω22; Y
3
0 = 0, Y
3
1 = B1, Z
3
0 = −B2, Z
i
t = Y
i
t = 0, при t > 0.
Вектор x ∈ Rn является допустимым в момент времени t, t ∈ Z+ для системы (3), если
существуют векторы x ∈ Rn и u ∈ Rm такие, что
A0x(t− 1) = Ax(t) +A1x(t− h) +Bu(t).
Пусть R0(t) - множество всех допустимых векторов системы (3) в момент t .
О п р е д е л е н и е 1. Система (3) называется R0 -управляемой в момент времени
t1 ( t1 - заданное время, t1 ∈ N ), если для любого допустимого начального состояния (4)
и любого вектора x1 ∈ R0(t1) существует последовательность управлений
{
u(0), u(1), ...,
u(t1 − 1)
}
такая, что решение системы (3), (4) удовлетворяет условию x(t1) = x1.
О п р е д е л е н и е 2. Система (3) называется t1 - управляемой, если она R0 - управ-
ляема в момент t1 и R0(t1) совпадает со всем пространством R
n.
Т е о р е м а 1. Каузальная система (3) R0 - управляема в момент времени t1 тогда
и только тогда, когда rank{Y 31 , Y
3
2 , ..., Y
3
t1
} = rankA0.
Т е о р е м а 2. Каузальная система (3) t1 - управляема тогда и только тогда, когда
она R0 -управляема в момент t1 и rank(Z
3
0 , Z
3
1 , ..., Z
3
t1
) = n− rankA0.
Рассмотрим теперь систему (1), (2) и пусть Ω0 множество ее допустимых пар в момент
времени t = 0.
О п р е д е л е н и е 3. Каузальную систему (1) назовем H -управляемой, если для лю-
бого начального условия x0(·) ∈ Ω0 найдутся момент времени t1, 0 < t1 < +∞ и достаточно
гладкая m -вектор функция u(t), t ∈ (0, t1), такие, что для траектории x(t) системы (1), (2)
выполняется условие Hx(t1) ≡ 0.
Следуя работам [3–5]для системы (1) ставятся и другие задачи управляемости: относитель-
ная управляемость, полная управляемость и т.д. Для указанных видов управляемости получе-
ны критерии, выраженные через параметры системы (1).
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